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APPUNTI Lezione dell’11 Dicembre 2014.
PROBLEMI ESTREMALI PER FUNZIONI POSITIVAMENTE OMOGENEE

AVVERTENZA

nel seguito considereremo funzioni non definite in x = 0, salvo diverso avviso, in quanto per
lo studio dei valori estremali 1’eventuale caso x = 0 si tratta con un confronto finale.

Un sottoinsieme D # () di uno spazio vettoriale si dice cono positivo se Vo € D, t > 0:
treD .

Per p € R una funzione reale f definita su un cono positivo D si dice positivamente p-

omogenea se f(tx) =t?f(x) per ognit > 0e x € D\ {0}.

ESTREMALI

Se F' e positivamente 0-omogenea su un cono D per lo studio dei valori estremali ci si puo
ridurre a dimensione minore per esempio restringendosi a D N 9B(0, 1).
Se p # 0 e F' ¢ positivamente p-omogenea su un cono positivo D si ha:

A)Jze D\{0} F(2) >0 [F(2)< 0] <= s%pF = +o00 [i%fF = —

B)VxeD F(z) > 0 [F(z) < 0] <= iI[l)fF =0 [sup ' = 0]

DIM. A) perognit>0siha sup F > F(tz) = t* F(z) :
se p > 0 si considera t — 400, se p < 0 invece t — 0T. Il viceversa ¢ immediato.

B) perognit>0ed xsiha 0<inf FF < F(tx) = t* F(x) :
se p > 0 si considera t — 07, se p < 0 invece t — +o00. Il viceversa ¢ immediato.

Se p # q e f & p-omogenea, e g # 0 & g-omogenea si studia cosi F' = 1 con D = {g # 0}\{0}.
g
f(z)

sup ——= = —max{ sup f(z), sup  — f(2)}
w40 9() k 9(2) =k a0 9(@)=—k,z£0
Se p = q # 0 si ha: k> 0.
o flx) . . .
:}s% (r) k mm{g(:c)g}cf,x;éof(x) ’ g(:c):lggz#o f(@)h
k  sup M = sup  f(z)
w£0,g(x)>0  9(T) g(@)=k.a#0
In particolare: analogo per g(z) < 0.
k  inf J(@) = inf  f(x)
x#0,9(z)>0 g(l’) g9(z)=k,x#0

DIM. Se g(x 0 si ha k=——= = segno g(x . Ma - | =k segno g(x).
g(x) # o) 5 m)fQM@’) QQM@P) gno g(x)

3=



ESTREMALI VINCOLATI

per funzioni positivamente omogenee su un insieme di livello di una funzione positivamente
omogenea.

VINCOLO OMOGENEOQO comprende i casi:

-{x: g(z) =0} e g & g-omogenea,

-{z:g9(z) =c} ={x: g(x) —c =0} e g sia 0-omogenea (g — ¢ sarebbe ancora 0-omogenea).
Come scritto si assume {z : g(x) =0} \ {0} #0 .

In tale ipotesi per entrambi i casi il dominio & un cono positivo non ridotto a {0} e il confronto
con f(0) si fa a posteriori. Pertanto come gia scritto:

sup  f(x) = sup f(x)

g(x)=0,2#£0 g(lz)liol
se f positivamente 0-omogenea: .
inf = inf
g(x)lzl}),aﬁﬁof(‘x) 9(101)120 f(l’)

se f positivamente p-omogenea con p # 0:

sup f(z) =400 sup  f(z)=0 < sup f(x)>0 sup  f(z) <0
g(x)=0 Lg(x)=0,2#£0 ] 9(‘9;)‘::01 g(rfx)lzol

. _ . _ . . S
JoL, J(@) = —oc ﬂ@ﬂgg;¢0 /(@) ({ = ag%ﬁ f@) <0 ﬂ?ﬁé f(@) =0

VINCOLO NON OMOGENEQ: ¢ il caso in cui il vincolo ¢ l'insieme di livello {z : g(z) = ¢}

di valore ¢ # 0 non nullo di una funzione g positivamente g-omogenea con ¢ # 0.
Se f e 0-omogenea e ¢ # 0 ¢ equivalente al caso di coni positivi:
per ¢ > 0 infatti ~ sup f(x)=sup f(z), inf flz)=inf f(x).

g(z)=c,x#0 g(x)>0,2#£0 g(@)=c,x#0 9(2)>0,z#0
Analogo per ¢ < 0.

Se f positivamente p-omogenea con p # 0 ci si riduce al caso p = q.

Si pone y(z) = segno g(x)|g(x)|e: & una funzione p-omogenea. Quindi si ottiene:

s c>0 s f@)= s f0) .
g(w) =c (y) = co
z#0 y#0
se ¢<0 sup flx) = sup f(x)
glz) =c Y(w) =~
r#0 x#0
f(z)

Si ha in particolare per ¢ > 0 si ha sup f(z) = ci sup .

o) 10 ()

Per gli estremi inferiori valgono analoghe relazioni.



PROBLEMA DUALE PER FUNZIONI OMOGENEE

inf o G = min {inf G, inf G, inf G
E E E E
G<0 G=0 G>0
Sia G reale su un insieme F| si ha:
sup G = max {supG, supG, sup G
E E E E
G<0 G=0 G>0
adottando la convenzione che i%f G =4oc0esupG = —o0.
0
1
sup G = 400 — inf— =0
Ep * E G
inf G =0 — =
i} <~ s%pG +00
G>0 G>0
se G > 0 siha: 1 1
0<infG |supG < 400 — sup — < +00 {O<inf
E E E G E
nel caso
1 1
infG = ——— supG =
P ! E inf !
sup— —
2 G E G

Se f e g sono non negative, non identicamente nulle, egualmente positivamente p-omogenee:

1 1
0 < inf f = inf = inf = = infiziz
g= 1 g=;;éf0>0 Zig q g;ﬁg;ﬂf];ﬁo q sup = sup g
20 gl -
x#0
1 1
400 > sup f = sup f = sup = = sup = = ———5 = -
g= i 5 9 ST S Pt
x#0 270 v 40
su = +o00 — inf =0
W,/ f=lg>0’
x #0 x#0
TEOREMA DI EULERO
Caratterizzazione della “locale” positiva omogeneita per funzioni differenziabili
[Lezione 6/11/2014].
Sia Q un aperto ed f differenziabile in Q \ {0}.
Datip € Red z € Q\ {0} per cui B(z,r) C 2 si ha:
Vit te € B(z,r) = f(tx) = t* f(z)] <= x-Vf(x) = p f(x)
DIM. Considera ¢(t) = f(tx): da una parte ¢'(1) = z - Vf(z), dall’altra ¢'(1) = pf(z)
t -V f(tx)tr — ptP=L f(t
Viceversa 1) (t) = I I): P (t) = z- V/(t) Pt f(tr) = 0O percuiy(t) = (1)

tP t2p




MOLTPLICATORI E FUNZIONI OMOGENEE

Siano k € R, f e ¢ funzioni reali, definite su  aperto di R?, differenziabili con continuita,
per cui Vg(z) # 0 per x € V = {x : g(x) = k} # 0. T punti tra cui eventualmente trovare
quelli di massimo e minimo di f ristretta a V:

max f, min f
son i punti x € V stazionari-tangenziali a V' di f, [Lezione 4/12/2014], cio¢ quelli per cui
V f(x) sia ortogonale al tangente nel punto = a V. Sono appunto le soluzioni del sistema di

Lagrange:

visia A € R: Vix)=VA-gx) e glx)=Fk cloe:
(@) = Agi(a)
@) = A
2w = AEE
glx)—k =0

Ovvero le prime componenti dei punti stazionari di £(z, A\) = f(z) — X - (g(z) — k).

Se poi f & positivamente p-omogenea e g & positivamente ¢ omogenea, definite in R%\ {0} (o
anche su un cono), grazie al teorema di Eulero, per le soluzioni (z, A) del sistema di Lagrange
si ha

pf(z) = v-Vf(x) = v-VAg(x) = Aqg(r) = Aqk

a livello di manipolazione del sistema cio corrisponde a moltplicare ’equazione delle derivate
parziali ¢ per la variabile z; e quindi sommarle tutte.

1- Quindi se p # 0 si ha che il valore critico V.(x,\) di f nell’eventuale punto stazionario
tangenziale corrispondente al moltiplicatore \ &

Vi, \) = AL
p

la dipendenza da x essendo appunto in A.

2- Se altrimenti p = 0 per il teorema di Eulero si ha che V f ha componente radiale nulla,
cioe e tangente alle sfere centrate nell’origine. Si hanno i casi: una soluzione = del sistema
di Lagrange ¢

i- un punto di V stazionario in R? (“libero”) per f cioe
g(@) =keVf(z)=0,
ii- un punto di V' per cui z - Vg(z) = 0 ovvero sempre per il teorema di Eulero
g(x) = k e q g(x) =0,

il secondo ¢ escluso se non quando il vincolo sia omogeneo: infatti se g(x) = 0 dev’esser k = 0
(poiche g(z) = k per ipotesi), altrimenti deve esser ¢ = 0.



