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FOGLIO DI ESERCIZI n.2, dal 10 Ottobre al 16 Ottobre 2014

Gli esercizi contrassegnati con e sono pitl impegnativi.

ESERCIZIO n.1 Si disegnino in maniera approssimativa i sottoinsiemi dal piano definiti da
{(x,y) cR? : f(z,y) = f(a,b) } al variare di f e di (a,b), nei casi seguenti:
x2—y2, (27_1); y3_$27 (an)v (y—x2)2—x5, (070)7 %I_Za (171>a COS%? (7T74);

e, (2,0); = (1,2); |zl +1yl, (1,0); max{|a] |y[}, (1,0); [z[P+|y[?, p € R, (1,0);

2 +y2 Y

ESERCIZIO n. 2 Si disegnino in modo approssimativo i sottoinsiemi di R?:
{(z,y,2) : 2=3x+5by+ 7z};
( o T g2 =121 {(2,y,2) 0 (20— 10)2 4+ 9y + 22 > 111}
( )z =22+ {(v,y,2) 0 v +y+2z=22%+ 2%+ 42% — dax — 4zy};
(09,2) 2% =P =2} {(0,9,2) 2 497 — 2 <1} {(@y,2) 22 + 92 — 2 < —1}
(09,2) &% —4g? = 927%; {(mp,%): 22 = +97);
( ) a2+ 4+ 22— 627+ 42+ 5 =0};
( ) ozl lyl + 2l =1} {(2,y,2) 0 max{|zl, |yl |2} <1} {(2,y,2) : V27 +y* = coshz}.

ESERCIZIO n.3 Si studi 'immagine delle seguenti funzioni:
t € R (sin2t,cos2t),t € R (12,43),t € R+ (tcost,tsint),t € R+ (cost,sint,t),
t €23 (t+1,2t+ 3,3t +4), (s,t) € R? — (s,t,5+1), (s,t) € R* — (s,t,5% +t?).

ESERCIZIO n. 4 a- La funzione f(x,y) = ("’“"2;150) da R? in se & iniettiva? B surgettiva?

b- Sia f(z,y) = (xz;rny> = (u,v): si studi 'immagine di f, si studi al variare di (u,v) come

sono fatte le fibre f~'{(u,v)}.

ESERCIZIO n. 5 Tra le seguenti implicazioni si provino quelle valide e si trovi un controe-
sempio per ognuna di quelle false:

1.3 2 tm b .
() Mg gy T@Y) = 3 Jmy fjmy, f@y)

i, lim,
2.3 Jim, fimy f(ey)=lim, Jim, f@y) = 3 lim o f ().
3 lylllo I%meo f(l‘7 y) - )\1
3. ¢ 4 l%/@yo hzrgzo (z,y) = Ao = A1=A2=As.
= m x,y) = A
(z,y)—(z0,y0) f( 7y) 3

ESERCIZIO n.6 - Si consideri lo spazio vettoriale delle funzioni continue reali definite su un

intervallo. Si mostri che f — /% |f(¢)|2dt & una norma su tale spazio.

- Si mostri che il rapporto tra la norma f — max|f] e f — \/[7|f(t)|2dt non pud essere
limitato al variare di f.



ESERCIZIO n. 7Sianod : X x X - R", p: X x X — R", §:Y xY — RT, distanze
sull’insieme X e sull’insieme Y. Si discuta quale delle seguenti funzioni ¢ ancora una distanza.

di(a,b) = d“(s)b) ;e dy(a,b) = artan(d(a,b)) ; ds(a,b) = min{d(a,b),1} ;

[NIE

d4(<a7a)> (bv ﬁ)) = max{d(a,b);é(a,ﬁ)} ) d5((a,04), (b7 ﬁ)) = (d(a’ b) + 5(& B) )

eds(a,b) = ¥(d(a,b)), ¥ concava, non negativa, nulla in 0; ds(a,b) = X, (d(a,b)).

(Con y 4 si indica la funzione che vale 1 su A e 0 sul complementare di A.)

e ESERCIZIO n.8 Studiare la continuita delle seguenti funzioni tra spazi normati:

a) Id: (CMO: 1], [ |f] + [ |f]) = (C[0; 1], sup | f1)

b)P : (C[0;1], [ |f]) — (C[0;1],sup |f]), ove Pf & la funzione = +— [y f*(s)ds.
c) Id : (C[0; 1], sup | f]) — (C[0; 1], [1 1),

d) Id - (C[0; 1], [ |f]) — (C [ 1], sup [f])

e) Id: (C0;1], [ |f]) — (Cl0:1],/S [£12)

f)% (C'[0:1], sup | f]) — (C [, LD

1
8) g+ (CHOs 1L [f1+ S1f']) — (C[0; 1], sup | f])

ESERCIZIO n.9 Siano V' e W due spazi normati con norme |- |y e |- [y. Data una funzione

L
lineare L : V' — W si definisce: ||L|| =4y sup | U’W.
vev\(0) [Vl

a- Si Provi che se V' e W hanno dimensione finita allora || A|| ¢ sempre finito.

b- Si provino comunque le seguenti eguaglianze
’LU‘W .

|L|| = sup |Lv|lw = sup sup |Lv|w.
foly =1 o<loly<t V[V o<ply<t

c- Quindi si provi che le funzioni lineari L da V' in W per cui || L|| ¢ finita formano uno spazio
vettoriale, e che || - || € una norma su tale spazio.

ESERCIZIO n.10 Si calcolino le norme, definite nel precedente esercizio, delle seguenti fun-
zioni lineari:

0 1

L(z,y) =ax+by; L(z,y)= s reR"— Az e R", 'TAA=1T;
a 1 Y

L(f) = Jy fly)dy e R=W, f e C([0;1]) = V,|fle = maxocz<1 [ f(2)] ;

L(f) = Jo [(y)dy € C([0;1]) = W, f € C([0;1]) =V = W, [fle = maxo<e<s [ f(2)]-

ESERCIZIO n.11 a- Se A & una matrice n X n si provi, con la notazione dei precedenti esercizi,
che ||A]|? = ||'AA]|. Si mostri che non sempre ||A[|? = ||A?||.

b-Se si identifica una matrice n x n con un vettore di R che relazione ha con ||A|| I'usuale
norma euclidea |A|,27



ESERCIZIO n. 12 Si studi l'esistenza dei limiti nei domini delle seguenti funzioni, al variare
di eventuali parametri, e quando possibile se ne calcoli il valore:

vy osin(ey) oy oo oy TSMY w22 snall) e?v—asinge-1 |
$2+y2, l‘2+y2’ x 10g(m +vy ), ySiHZL" xzfym 224y (@2 +y2)2 : ($7y) — (070)7
I+y . x3+y2. $3+y2_ ?JQ—FI—Fy $2y2 X (.CU )H<OO)
3r 42y 22y T B+ a?+aty |z|o+ |y|o Y T

Y Y

(2, 0,0); : (z, 0,0);
oy (z,y) — (0,0) pE—y (:ry)m_lm‘ )
2 2 z’ +y

2, .2 2, 2
oty o000, ——5——— 1 T+ Yy — oo;
Y o 2+ y? 4 2xy 4

Py + a2’z +yPz ay+az+yz 2 +yt 422
w24y 422 Tyt 422wt byt 2t
2?4+ y? + 22 — 4o0;
log x
o (T )~ (LD
oyt v+ P
Byl 2yt

r—y": :c2+y2—>oo; r—y

a:4~|—y4—xyz—z2y;:ﬁ4+y4+z4—:vyz:

: (x,y) — (0,0), a, B>0.

ESERCIZIO n.13 Si studi la continuita delle seguenti funzioni:

f(x,y) = [ ot 2)dt, g € C'(R?);

3 x27 2
f(x,y) = ) f(m,y) = )
0 (z,y) = (0,0) 0 (z,y) = (0,0)
2
Lot g £0 A5 @u00)
f(x’y) = 7 f(m,y) = )
0 xr = 0 0 (337?/):(070)
B (0)4(00) A @00
flzy) = 3 flzy) =
0 (z,9)=(0,0) 0 (,y)=(0,0)

ESERCIZIO n. 14 Si dica se la seguenti funzioni assumono valore massimo o assumono valore
minimo sui domini rispettivamente specificati:

a- e“dt, D ={lz |yl <1}

z,y) = /
f(z,y) e
2

waptr, wy>0

zy+x, xy<0
ec flr,y,2)=2>+y*+22, D={(z+1)2?—9y*—(2+3)2=0, 22+y>— (z+1)? =0}



ESERCIZIO n. 15 (Criterio di CONVERGENZA TOTALE) Sia (fi)ren una successione in

uno spazio di Banach (F, || - ||). Si mostri che se
> lfall < 400
neN
allora la successione S, = Y _ fi converge nello spazio di Banach (F, || - ||).
k=0

ESERCIZIO n. 16 Per k € N si definisca fi,(z) = 1 (artan(kz + k) — artanz), z € R.
a- Per quali z € R la successione di numeri (fy(z))ren € convergente?

b- Su quali intervalli la successione (fx)ren converge uniformemente?

c- Per quali z € R la serie numerica >;_, fr(z) converge?

d- Su quali intervalli la serie di funzioni };_, fx converge uniformemente?

ESERCIZIO n. 17 Si provi che la successione di funzioni: f,(z) = (sin(nz))*", z € [0;27],
non converge in tutti i punti del dominio. Si studi la convergenza verso zero delle successioni
numeriche date dai seguenti integrali:

/OQF folz)dx | /027r nf,(x)dx

ESERCIZIO n. 18 Si dica per quali z € R quali le seguenti successioni convergono puntual-
mente, e su quali intervalli convergono uniformemente come successioni di funzioni:

o 1 n? 1 s Ly, o 1
2"y na”; ; ; ; min{n; —}; ; ;
1+a2" 1422 14 (x—n)? x? (14 22)n "+ nx
sinz; sinxi; nre™™ ; pVTeTE e M) pVReTh L In4 2T e logna ;
n 1+ a2

. 1, \" n o=y

S "o —+s ; dy .

(sinx)™; (n+ in :L‘) : /1 T 4 Y

ESERCIZIO n. 19 Si dica in quali punti x € R le seguenti serie di funzioni convergono
puntualmente, e in quali intervalli convergono uniformemente, totalmente:

1 1 z3 sin nx
Zl—i—x”’ Z:U"—l—n:c’x>0’ Zn:le:cQ"’ Xn: x”’ Zsm—, Zn: n?
> n(sinz)” Z/ e~ dy; Y (artan(nz + n) — artannz) ; Z x—n) z € R.
Zk’g(i*”x S s, YO <) e oy

ESERCIZIO n.20 a- Si studi la convergenza puntuale delle successioni elencate.
b- Se ne studi anche la convergenza uniforme per n — 400 su: i domini di definizione, sulle
palle aperte, chiuse e sui loro complementari.

2"(z +y) N b(Rez—41) "z —yl* 2, .2
; e"\ETR T 2 e C log(k + 2= +
1+ n2 (22 + y?) kz:: kZ:l k! &l v)
1
fn(‘x?y): ) x7y>07 ka$y Zsupfn



ESERCIZIO n.21 a- Si studi su quali intervalli le successioni di funzioni elencate convergono
uniformemente.
b- Se ne studi anche la convergenza rispetto alle altre norme o distanze indicate.

efn(e—mﬁ)7 f_()oo |f|7 (% + sin2 lL‘) ’ 027r |f|,

e lognx, ["C|fl; sing i, [1f]-
n? sin’ %)
ESERCIZIO n. 22 Per quali z € R la successione numerica : f,(z) = con-
1 + n?sin? (%)

verge? Su quali intervalli la successione di funzioni f,, converge uniformemente?
ESERCIZIO n. 23 Per n € N si definisca:

x3(cos )™

ﬁ z#0 T

) = - rel5Y
0 =0

a- Per quali x € {—g; g} la successione numerica (g,(z))nen converge 7 Per quali la serie

> gn()?

b- La successione di funzioni converge in norma L'? In norma L??

c- Su quali intervalli contenuti in {—g;g la successione di funzioni (gn)nen converge uni-
formemente? E la serie di funzioni ), g,,"

e ESERCIZIO n.24 Si studi la convergenza puntuale ed uniforme sui sottoinsiemi dei domini
specificati delle successione di funzioni {f,},en, e detto f il limite si studi la convergenza
puntuale ed uniforme e totale della serie Y, (f, — f):

folz) =1, z€[0;:1] fo(x) =cosz, z€R folz) , x €0; A]

fn—l—l(x) = :L‘fn(l’) fn—i-l(x) = COS(fn(SU)) fn—i-l(x) = /:fn(y)dy

ESERCIZIO n. 25 Dopo aver giustificato che le integrande sono integrabili si calcolino gli

log 3 oo 1
inteerali giustificando la ri t:/ -z ) g / dz.
1n egra 1 gluS 1ncando la rlSpOS a (; ne ) X 3 0 (Z 4n + x2> i

log 2 n




