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Attivita di ricerca

La mia attivita di ricerca ¢ stata rivolta principalmente allo studio di problemi connessi con le equazioni
della meccanica dei continui e in particolare della meccanica dei fluidi ideali e non. Questo & un settore di
ricerca molto ampio, a cavallo tra la scienza e la tecnologia. La meccanica dei fluidi & infatti considerata
come una disciplina facente ...parte della matematica applicata, della fisica, di molti settori dell’ingegneria
(ctvile, meccanica, chimica, aeronautica) della geofisica, dell’astrofisica a cui va aggiunto lo studio sia medico
che dei fluidi biologici. Nel corso della storia (a partire dalle ricerche di Archimede sul galleggiamento, che
ha originato Iidrostatica ma anche il calcolo dei baricentri, fino ai lavori pitt applicati di von Neumann e
Kolmogorov sugli aspetti computazionali, per citarne solo alcuni) la meccanica dei fluidi collega in maniera
indissolubile gli aspetti pill teorici con quelli pill applicati e pone problemi che per loro natura sono spesso
di carattere interdisciplinare.

In particolare, io mi sono occupato di alcune tematiche, anche applicate, ma trattate con le tecniche
proprie dell’Analisi Matematica. I principali risultati ottenuti sono catalogati e nelle seguenti 5 sezioni,
omogenee per argomento:

e Soluzioni deboli e forti per le equazioni alle derivate parziali di Eulero e Navier-Stokes;
e Limiti singolari e comportamento asintotico;

e Metodi di grande scala (LES) per flussi turbolenti;

o Fluidi non Newtoniani: teoria e approssimazione numerica.

e Applicazione dell’Analisi Matematica allo studio di fluidi biologici e geofisici;

Per ogni sezione sono brevemente descritti i risultati pilt rilevanti e quelli che hanno avuto piti impatto
nella letteratura.

Le diverse sezioni differiscono sia per i risultati, sia per le tematiche affrontate, sia per le riviste in cui
sono stati pubblicati i risultati, ma soprattutto differiscono per le tecniche metodologiche e matematiche che
sono state usate.

Soluzioni deboli e forti per le Equazioni alle Derivate Parziali di Eulero e Navier-Stokes. Uno
dei problemi ormai classici (tanto da essere identificato come uno dei “Millennium Prize Problems” del Clay
Institute) relativi alle equazioni della fluidodinamica incomprimibile & quello della regolarity delle soluzioni
deboli di Leray-Hopf per le equazioni di Navier-Stokes tridimensionali. Relativamente a questo problema sono
stati determinati vari criteri (condizioni sufficienti) che assicurerebbero, se soddisfatti, I’unicit e la regolarits
in grande delle soluzioni. I criteri piti studiati sono collegati alle proprieta di riscalamento (scaling) delle
equazioni e al fatto che le equazioni di Navier-Stokes tridimensionali sono sopra-critiche. Riguardo a questo



specifico filone di ricerca, iniziato da lavori di J. Leray, G. Prodi e J. Serrin una delle condizioni pili studiate &
quella negli spazi di Lebesgue: si ha regolarita se la velocita appartiene allo spazio LP(0, T; LY) con %-I—-Z— =1,
dove n ¢ la dimensione spaziale. In particolare, nelle pubblicazioni [31,10, 9, 4] ho ottenuto I’estensione di
tali risultati, che riguardavano solo la velocitd, anche ad altri campi di interesse fisico, come il gradiente
della velocita, il rotore, il rotore del rotore e il campo di pressione. Inoltre, in alcuni casi & possibile, usando
speciali cancellazioni e integrazioni per parti, considerare criteri che coinvolgono solo alcune componenti
di tali campi [12], oppure raffinare alcune delle stime con termini logaritmici [61] o anche negli spazi L2 -
deboli di Marcinkiewicz [16]. Le dimostrazioni richiedono, oltre all’uso di svariate diseguaglianze per spazi di
Sobolev, l'identificazione di opportune funzioni test. Nella mia ricerca ho sempre cercato di dare particolare
enfasi allo studio del problema al contorno in presenza di varie condizioni al bordo, problema che risulta
tecnicamente molto pitt complesso di quello di Cauchy. Nella pubblicazione [18] (e il corrigendum riguarda
solo una precisazione sulla nozione di soluzione) viene trattato un caso limite, vengono studiate soluzioni
ultra-deboli (very-weak) e soprattutto viene usata, in maniera nuova, la tecnica di dualitd non per provare
Punicita, come si fa generalmente, ma per provare la regolarita di una classe di soluzioni.

Uno del temi pitt promettenti degli ultimi due decenni riguardo alla questione della regolaritd delle
soluzioni deboli ¢ quello della ricerca di criteri geometrici per la regolarita. In particolare nelle pubblicazio-
ni [30,26,8] viene migliorato un criterio di P. Constantin e C. Fefferman relativo all’allineamento del campo di
vorticita. Usando stime fini tipiche dell’analisi armonica, come lo studio dei nuclei di Riesz e la diseguaglianza
di Hardy-Littlewood-Sobolev, si rilassano i criteri noti dalla Lipschitzianita alla 1/2-Hélderianita. Poi tale
criterio & stato esteso al problema al contorno usando in maniera opportuna la teoria delle funzioni di Green
e una rappresentazione esplicita della legge di Biot-Savart, grazie alla applicazione di una teoria sviluppata
da V.A. Solonnikov negli anni ’70. Infine sono state escluse singolarita anche in casi meno regolari in cui la
direzione della vorticitd risulta discontinua, ma con salti sufficientemente piccoli. Inoltre, in [29] e & stato
introdotto un nuovo criterio, relativo alla elicita, basato su una approssimazione discreta delle equazioni.

Recentemente, ho considerato anche la questione della costruzione di soluzioni “suétable,” che sono alla
base del famoso risultato di regolarita parziale di Caffarelli-Kohn-Nirenberg. In particolare nelle pubblica-
zioni [67,64] viene dimostrato come alcuni schemi di approssimazione classici, come le differenze finite nel
tempo e la compressibilitad artificiale, portino alla costruzione di soluzioni deboli che soddisfano non solo
la diseguaglianza globale dell’energia, ma anche la disequaglianza locale dell’energia. (Altri risultati relativi
alla completa discretizzazione spazio-temporale sono in corso di stesura). Quelle costruite risultano pertanto
soluzioni per le quali si pud trattare il problema della regolarita parziale e stimare la dimensione di Hausdorff
delle possibili singolarita.

Sono stati dati altresi alcuni contributi anche alla teoria della regolarita fino al bordo per il problema
di Stokes lineare. In particolare nella pubblicazione [56] viene fornita una dimostrazione nuova e breve
del risultato classico di regolarita di L. Cattabriga nel caso non Hilbertiano. Il guadagno di due derivate
per la velocitd e di una per la pressione, rispetto alla forze esterna (negli spazi di Sobolev W#P) viene
ottenuto usando il teorema del punto fisso e la teoria di Agmon-Douglis-Nirenberg, ma senza usare la teoria
dei potenziali idrodinamici. Nelle pubblicazioni [35,34] vengono poi studiate speciali classi di soluzioni con
condizioni al bordo di tipo Navier (condizioni che coinvolgono la parte tangenziale della velocitd e componenti
normali del vettore di Cauchy). Sempre relativamente alle condizioni di Navier in [21] viene studiato problema
evolutivo con generazione di vorticita al bordo che porta a dover considerare in maniera naturale sistemi di
equazioni con forze esterna poco regolare e per i quali non possono essere usati direttamente i teoremi usuali
di esistenza, gi& per il problema linearizzato.

In [55] viene trattato un problema di filtrazione, in un mezzo poroso che soddisfa la legge di Darcy
con permeabilitd variabile nello spazio. Il problema viene ricondotto a quello di determinare il profilo
dell’interfaccia, che evolve secondo una equazione integro-differenziale che coinvolge degli integrali singolari.
Usando la condizione di stabilita di Rayleigh-Taylor e un numero sufficiente di derivate, si riesce a ottenere
una disequazione differenziale per la norme negli spazi di Sobolev, che permette poi di costruire la soluzione.
Le stime richiedono, oltre alle diseguaglianze classiche negli spazi di Sobolev, anche una analisi esplicita e
precisa degli integrali al valore principale che entrano nelle equazioni. I risultati teorici sono poi completati
da alcuni esperimenti numerici che suggeriscono quali potrebbero essere i possibili scenari di formazione di



singolarita.

Particolare interesse storico hanno avuto alcune soluzioni delle equazioni di Eulero con vorticita concen-
trata in punti (caso bidimensionale) e in linee regolari (caso tridimensionale). Tali soluzioni, in un senso
appropriato, sono state usate rispettivamente da T. von Kérmén per lo studio della stabilita dei profili alari e
da Lord Kelvin per studiare gli anelli di fumo e formulare una teoria dell’atomo. Nelle pubblicazioni [23,13]
il problema viene formulato, nell'ipotesi di Rosenhead che la singolaritd principale sia rimossa, come un
problema geometrico di evoluzione spaziale di una curva che si muove con velocitd determinata (tramite la
legge di Biot-Savart) dalla curva stessa. Una volta riformulato, il problema pud essere trattato con l’analisi
di Fourier e i teoremi di punto fisso, tecniche tipiche delle equazioni non-lineari. Viene prima dimostrato
un teorema di esistenza locale in spazi di Sobolev e poi viene dimostrato un teorema di esistenza globale
nel caso in cui la regolarizzazione abbia alcune proprietd specifiche e facilmente verificabili. La teoria svi-
luppata in [23] permette di trattare anche modelli pitt generali come gli anelli di Buttke, basati su di una
trasformazione di gauge delle equazioni di Eulero, nota come gauge geometrica. Tali oggetti che coinvolgono
una nuova variabile chiamata magnetizzazione sono oggetto di studi numerici e sono particolarmente utili
nella discretizzazione delle equazioni. I risultati teorici di esistenza sono quindi utili per la validazione di tali
modelli.

Limiti singolari e comportamento asintotico. Nell’ambito delle Equazioni alle Derivate Parziali, un
argomento molto studiato & quello che riguarda il comportamento delle soluzioni in termini di un parametro,
specie quando il variare di quest’ultimo fa cambiare la natura del problema. Nel caso della meccanica dei
fluidi & di particolare interesse il limite in cui la viscositd si annulla e da un sistema parabolico si passa
a uno iperbolico. Tra i contributi pill rilevanti ci sono quelli dati da T. Kato a partire dagli anni ’70.
Nelle pubblicazioni [52,51,46,38] & stato trattato il problema della convergenza in norme forti delle soluzioni
regolari del problema di Navier-Stokes verso quelle di Eulero, quando vengono imposte condizioni al bordo
di scivolamento (slip) e condizioni sul campo di vorticitd. L’analisi precisa sia dell’equazione soddisfatta
dal rotore della velocita, sia di quella soddisfatta dal rotore del rotore, permette di identificare una classe
ampia di dati iniziali tali che si ha convergenza verso le soluzioni di Eulero con lo stesso dato iniziale, senza
la creazione dello strato limite e di una singolarita vicino al bordo. In particolare, vengono usate in maniera
sostanziale le diseguaglianze per campi vettoriali armonici, gli spazi di Sobolev tangenziali e normali in cui
si ha controllo di divergenza e rotore (invece che del gradiente completo) e la tecnica delle caratteristiche
per avere una formula di rappresentazione esatta, per trattare in maniera esplicita I’evoluzione del campo di
vorticita.

Tecniche simili sono usate poi in [39] per costruire soluzioni deboli del problema di Eulero bidimensionale
sotto ipotesi meno stringenti (rispetto a quelle usuali dei lavori classici di V.I. Yudovich e C. Bardos) di
regolarita della forza esterna. Metodi simili a quelle dei limiti singolari e delle onde non-lineari, basati su
opportune regolarizzazioni dei dati iniziali (con parametro di regolarizzazione dipendente dalla viscosit3)
sono poi impiegate in [40] per dimostrare la stabilitd strutturale delle equazioni di Navier-Stokes-Voigt, che
sono un modello molto popolare per fluidi viscoelastici o turbolenti.

Per quello che riguarda il comportamento asintotico, nella pubblicazione [14] viene dimostrata I'esistenza
di attrattori per le equazioni di superficie quasi-geostrofiche. Tali equazioni sono un modello scalare e
bidimensionale che ha molte analogie geometriche con le equazioni tridimensionali di Eulero e Navier-Stokes
e che era stato identificato a partire dal 1990 da Constantin, Lax, Majda, Fefferman... come equazione
semplificata —ma al tempo stesso challenging— da studiare per trovare nuovi spunti per la possibile soluzione
di problemi classici della meccanica dei fluidi. Le linee di livello del gradiente della temperatura scalare
infatti evolvono tramite una equazione non lineare molto simile a quella di Eulero, ma risultano piti semplici
coinvolgendo solo 2 variabili spaziali.

In [3] il problema delle proiezioni determinanti, cioé di un numero finito di oggetti (per esempio modi di
Fourier) che cattura asintoticamente tutta la dinamica di un sistema infinito-dimensionale, viene studiato per
le equazioni di reazione diffusione e per quelle Navier-Stokes, entrambe perturbate da un termine stocastico.



Il primo risultato di riduzione finito dimensionale per le equazioni dei fluidi & quello di Foias e Prodi negli
anni 60 nel caso deterministico. L'introduzione del termine stocastico richiede di usare in maniera sostanziale
alcuni risultati relativi agli attrattori random per tali equazioni.

Nell’ambito del comportamento qualitativo e asintotico dei sistemi dinamici un ruolo speciale & giocato
dalle soluzioni quasi periodiche (almost periodic). In [44] viene studiata l'esistenza di soluzioni quasi pe-
riodiche per uno dei cosiddetti problemi di Leray, cio¢ per lo studio del moto di un fluido in tubi infiniti e
soggetto a un vincolo sul flusso, che viene assegnato come funzione del tempo. In questo caso si ha a che fare
con un problema che per sua natura risulta inverso e il corrispondente problema stazionario ¢ stato studiato
oltre che da J. Leray, da C.J. Amick, O.A. Ladyzhenskaya, V.A. Solonnikov. Il problema evolutivo & stato
trattato solo recentemente nel caso periodico da H. Beirdo da Veiga e K. Pileckas, ma considerare il flusso
assegnato quasi periodico ha richiesto sia I'utilizzo di tecniche abbastanza diverse, sia di un quadro funzionale
opportuno. Sono stati ottenuti due risultati diversi: uno nello spazio di Stepanov, e uno pill generale usando
la trasformata generalizzata di Fourier e lo spazio delle funzioni quasi periodiche di Besicovicth, che ¢ un
esempio di spazio di Hilbert non separabile.

In [59,53] viene studiata l’esistenza di soluzioni quasi periodiche per il problema di Eulero, con un termine
dissipativo di ordine zero. Tali equazioni sono anche usate per studiare il moto di un fluido in presenza di
superfici rugose. In questo caso il passo fondamentale & quello di identificare una topologia forte abbastanza
per avere unicita e controllo del gradiente della velocita, ma debole abbastanza per avere le stime uniformi
necessarie per dimostrare l'esistenza di soluzioni quasi periodiche. Nel caso di Eulero bidimensionale usando
risultati di H. Beirdo da Veiga, H. Koch ¢ M. Vishik abbiamo trovato come spazio naturale quello in cui
la vorticita & continua nel tempo, a valori nello spazio delle funzioni Dini-continue nelle variabili spaziali.
Usando in maniera esplicita la formula risolutiva dell’equazione del trasporto per controllare il modulo di
continuita del rotore si riesce a dimostrare ’esistenza di soluzioni quasi periodiche nel senso di Stepanov.

Metodi di grande scala (LES) per flussi turbolenti. Uno dei problemi irrisolti relativi della meccanica
classica ¢ quello della turbolenza e dell’apparenza caotica del moto dei fluidi, eccetto che in alcune situazioni
di moti molto lenti e in domini non complessi. La complessita e la apparente casualitd di un moto turbolento
aveva portato J. Leray a definire turbolente le soluzioni deboli, di cui non si riesce tuttora a dimostrare
l'unicitad. Con O. Reynolds, a fine Ottocento, si sono formulati i primi criteri quantitativi per distinguere
un flusso laminare da uno turbolento, ma l'ingresso a pieno titolo di questo argomento nella matematica
avviene con i lavori di A.N. Kolmogorov a partire dal 1941. In particolare, viene evidenziato come, sotto
opportune ipotesi probabilistiche abbastanza realistiche sulla velocita, ci siano alcune leggi quantitative che
guidano la dinamica del trasporto dell’energia fra le diverse scale (intese nello spazio delle frequenze). La
teoria di Kolmogorov predice anche quale sia la dimensione della scala minima che & necessario risolvere
per catturare la dinamica di un flusso turbolento. Essendo questa scala minima estremamente piccola, cid
pone dei limiti insormontabili (dal punto di vista della complessitd computazionale) all’approssimazione
numerica di numerosi problemi, come quelli connessi alla meteorologia, allo studio della circolazione globale
atmosferica, alla progettazione di automobili, navi, aerei, valvole cardiache....e sostanzialmente a qualsiasi
tematica che abbia a che fare con il moto in fluidi reali. Un paradigma che guida perd le attvita tecnologiche
connesse con il moto dei fluidi ¢ costituito dal fatto che spesso non & necessaria una conoscenza completa
del fluido, perche le sue “proprietd medie”’ sono spesso molto migliori di quelle puntuali. Quando si parla
di proprietd medie si pud quindi pensare a medie su esperimenti o realizzazioni diverse, a medie temporali
¢ /o spaziali, anche a medie di tipo differenziale ottenute risolvendo problemi alle derivate parziali. Uno dei
problemi fondamentali ¢ quello di scrivere le equazioni per le scale pitt grandi (che possono essere calcolate
in maniera accurata), modellizzando Peffetto su di esse delle scale pitt piccole (che sono sconosciute e non
possono essere calcolate). Il primo esempio di tali metodi viene da J. Boussinesq che propose nella seconda
meta dell’800 il primo dei metodi cosiddetti di eddy viscosity, usando l'ipotesi che in media le fluttuazioni
turbolente abbiano l'effetto di aumentare la viscosita.

Nella monografia Mathematics of Large Eddy Simulation of Turbulent Flows (2006) Springer series in
Scientific Computation, abbiamo fatto un review —fino a circa il 2005~ dei risultati rigorosi dal punta di
visto matematico sui metodi di grande scala (Large Eddy). Tale monografia risulta 'unica a trattare gli



aspetti piti rigorosi di questo settore molto ampio di ricerca in cui si cercano di determinare le equazioni
risolte dal flusso medio e si analizzano le sue proprietd. Oltre a raccogliere e inquadrare una selezione
della letteratura, abbiamo presentato e derivato modelli nuovi dal punto di vista della modellizzazione e
della analisi matematica e abbiamo anche evidenziato alcuni dei problemi non risolti pill interessanti che
coinvolgono la matematica dei metodi di grande scala.

Successivamente ho continuato a lavorare sull’argomento e tra i risultati pilt teorici nelle pubblicazio-
ni [49,47,45,42] abbiamo ottenuto i primi risultati rigorosi di convergenza delle soluzioni di un modello verso
la media delle soluzioni deboli di Leray-Hopf. In particolare in tali pubblicazioni viene considerata una classe
di equazioni approssimanti basate sulla media delle equazioni tramite un filtro differenziale: il campo medio
viene definito tramite I’applicazione dell’operatore inverso di Helmholtz (I — a?A)~1! e si applica quella che
viene chiamata deconvoluzione inversa. Usando tecniche tipiche della teoria dei segnali e della ricostruzione
delle immagins si introducono famiglie di operatori di ordine zero che approssimano il Laplaciano. In par-
ticolare, viene usata la serie troncata di Neumann e approssimazione di van Cittert. Una precisa analisi
delle frequenze e la derivazione di nuove stime a priori ci ha permesso di dimostrare che, a fissato ordine
di deconvoluzione, il sistema ottenuto per le quantitd medie ha soluzione unica, globale e che soddisfa 1'u-
guaglianza dell’energla Quando 'ordine di deconvoluzione tende a infinito le soluzioni convergono verso la
media di una soluzione di Leray-Hopf, e per cui vale solo la diseguaglianza dell’energia. -

Questo tipo di tecnica e di definizione del campo medio, che richiede la soluzione di una equazione
differenziale, & perfettamente giustificata nel caso periodico. La presenza di un bordo solido & uno dei
maggiori problemi sia nella derivazione dei modelli che nella soluzione delle equazioni: questo & dovuto alla
presenza di errori di commutazione tra gli operatori differenziali presenti nelle equazioni e il filtro ottenuto
tramite 'operatore di Helmholtz inverso. Nelle pubblicazioni [25,22] abbiamo studiato sia in maniera teorica
che numerica gli errori di commutazione per alcune classi di problemi e in ipotesi minime di regolaritd. Si
evidenzia come essi siano tra le fonti pid rilevanti di errore e siano pertanto da tenere in grossa considerazione
da chi si occupa della derivazione dei modelli.

Per poter trattare i problemi in presenza di fluidi confinati da un bordo solido nelle pubblicazioni [65,62,41]
¢ stata introdotta una nuova classe di operatori di filtraggio, basati su operatori differenziali che agiscono
solo nelle direzioni tangenziali al bordo. In tal modo si possono annullare gli errori di commutazione, ma
I'analisi delle equazioni diventa piti complessa. Usando idee tipiche dei fluidi in rapida rotazione, i s1stem1
di equazioni alle derivate parziali ottenuti applicando filtri anisotropi possono essere trattati medlante una
analisi separata delle variabili e delle incognite tangenziali e normali. Una ulteriore motivazione per 1'uso
di queste tecniche anisotrope viene anche dai lavori pili applicativi sulle equazioni di Boussinesq [37,36] e
particolare cura & richiesta per trattare il temine di ¢rasporto per la densita in cui velocitd e densiti entrano
nelle equazioni in maniera non-simmetrica.

Altri risultati sono stati ottenuti per modelli basati su approssimazioni diverse e in particolare per quelli
derivanti dall’approssimante di Padé (usata per approssimare il nucleo Gaussiano). Sono stati dimostrati
una serie di risultati teorici [15,11,17] di buona positura dei modelli; questi risultati sono stati ottenuti
introducendo per la prima volta in questo ambito lo studio di opportune norme di Sobolev negative, collegate
a funzioni test specifiche e adattate al problema. Questa tecnica si & poi rivelata standard per studiare
tutta la classe di o-modelli usati nei metodi di grande scala (Leray-c, Navier-Stokes-a;, Navier-Stokes-w,
Navier-Stokes-a-8, Voigt e varianti con deconvoluzione approssimata.)

Tramite le equazioni stocastiche sono stati anche ottenuti in [32] legami tra la teoria di Kolmogorov e
alcuni metodi di LES, collegando lo scaling Browniano con il metodo generalizzato di Smagorinsky. Alcuni
problemi di stabilita sono stati anche studiati sia teoricamente, che numericamente, ma anche con programmi
per il calcolo simbolico in [24,20]. In particolare sono state evidenziate (in maniera 1naspettata) classi ampie di
soluzioni esatte collegate con i cosiddetti vortici di Taylor. B stato studiata anche evoluzione del cosiddetto
campo ABC/Arnold-Beltrami-Childress, che & stato proposto e analizzato da V. Arnold e S. Childress come
uno dei pitt promettenti per studiare le eventuali singolaritd delle equazioni di Eulero. In questo caso viene
studiata l’evoluzione del campo di velocita che si origina al tempo iniziale da uno analitico, di espressione
elementare, ma che presenta una topologia complessa quando si vanno a considerare le linee integrali della
sua vorticita. Dato che le linee di vorticitad sembrano tendere a annodarsi (accentuando la curvatura) in



maniera complessa fino a poter creare delle singolarita, questo risulta un caso test ormai universale per lo
studio dei flussi turbolenti e per la ricerca di possibili singolaritd non auto-simili.

Fluidi non Newtoniani: teoria e approssimazione numerica. Nei fluidi Newtoniani il tensore degli
stress dipende linearmente da quello di deformazione e si hanno sostanzialmente le equazioni di Navier-Stokes.
Se cid non vale (e si hanno tantissimi esempi di materiali che rispondono in maniera complessa e non lineare
agli stress applicati, come per esempio ketchup, dentifricio, polimeri, fluidi sensibili al campo elettrico....)
si parla di fluidi non Newtoniani e tra questi io ho principalmente studiato quelli incomprimibili in cui la
viscosita dipende in maniera non lineare dal modulo del tensore di deformazione Du = %(Vu+ V7u) o anche
dal campo elettrico. Nelle pubblicazioni [33,27] vengono studiate alcune questioni di esistenze e regolarita per
una classi di fluidi in cui il tensore degli stress ha la forma (chiamata p-& struttura) S(Du) = (6+|Du|)?~*Du,
conp < 2, e § > 0. In particolare nel caso stazionario viene studiata la regolaritd fino al bordo usando
tecniche classiche come le traslazioni di Nirenberg. La combinazione del vincolo di incomprimibilita con la
parte principale non-lineare non permette di ottenere risultati ottimali, specie nelle direzioni ortogonali al
bordo e in [27] viene introdotto 1'uso di teoremi di immersione di Sobolev anisotropi tipo Troisi, accoppiato
_con un procedimento di iterazione fino a ottenere i risultati di regolarita a tutt’oggi piti fini nel caso di bordo
piatto. Estensioni al caso non piatto ottenuti in maniera simile alle usuali traslazioni, ma con opportuni
incrementi che seguono la curvatura del dominio sono trattate in [63] e in altri lavori in via di stesura.

In [33] viene trattato il caso evolutivo e periodico nelle variabili spaziali, ottenendo in particolare, tramite
uso del Laplaciano come funzione test, siain L? che quasi ovunque, delle stime uniformi in § che permettono di
dimostrare esistenza di soluzioni forti anche quando il problema risulta degenere (cioé¢ § = 0). In questo caso
la viscosita si comporta come una potenza del modulo del tensore di deformazione, diventando non-limitata
quando |Du| tende a zero. Oltre a determinare speciali quantita conservate legate a delle quasi-norme, viene
introdotto un procedimento di approssimazione del tensore degenere con una famiglia di non-degeneri e il
passaggio al limite delle corrispondenti soluzioni richiede non metodi di monotonia, ma tecniche tipo Vitali.
Tali risultati di regolarita sono alla base delle stime ottimali (rispetto al passo temporale) ottenute in [28]
per la discretizzazione alle differenze finite nel tempo, tramite metodi semi-impliciti a un passo. Tali stime
ottimali, che chiudono un decennio di ricerche con risultati fino ad allora sub-ottimali, sono basate su di una
approssimazione delle equazioni tramite delle medie temporali e sulla dimostrazione di una generalizzazione
del Lemma di Gronwall discreto, basata su di un doppio passo induttivo e resa possibile dalla regolarita
dimostrata per le soluzioni forti.

Passando alla discretizzazione spaziale i risultati quasi-ottimali sono ottenuti in [43] per classi generali
di tensori degli stress. La tecnica dimostrativa richiede I'uso di quasi norme e di un formalismo basato sugli
spazi di Orlicz per avere un trattamento pill trasparente e unificato dei risultati ottenuti, a seconda che si
studi il caso p < 2 o quello in cui p > 2. In particolare I'estensione agli spazi di Orlicz delle diseguaglianza di
Poincaré e della soluzione del problema di trovare un campo vettoriale assegnata la sua divergenza, risultano
di fondamentale importanza. I risultati di analisi numerica teorica sono anche validati da alcuni esperimenti
numerici.

La discretizzazione spazio-tempo nel caso (p < 2), con stime ottimali in entrambi i parametri, viene
poi dimostrata in alcuni casi in [58] combinando i risultati precedenti. Lo studio di alcune classi di fluidi
elettroreologici viene affrontato in [1] provando esistenza di soluzioni deboli per un particolare modello, che
viene derivato rispettando le relazioni di invarianza e isotropia per tensori del quarto ordine. In [66] invece
vengono estesi i risultati della pubblicazione [43] al caso in cui I’esponente della potenza dipende a sua volta
dalla posizione cioé in cui S(x, Du) = (§ + [Du|)?®)~2Du e la teoria richiede di usare gli spazi di Lebesgue
con esponente variabile Lp(x)(Q). Lo studio di tali tensori degli stress & motivato da problemi in cui la
viscosita, e in particolar modo la potenza che entra nel tensore, dipende dal campo elettrico che a sua volta
dipende (almeno) dalla posizione. In questo caso la difficoltd tecnica & causata dal fatto che p(x) puod essere
maggiore o minore di 2 nel dominio fisico, cambiando in maniera drastica le caratteristiche del problema da
sotto-regione a sotto-regione. Inoltre una approssimazione in cui I’esponente p viene posto costante in ogni
simplesso in cui si triangola il dominio porta a dover studiare molti pitt termini di errore.



Infine nella pubblicazione [50] viene trattato un problema classico relativo all’unicitd delle soluzioni di
una equazione ordinaria. In particolare si studia l'unicita delle traiettorie di particelle £X(t) = u(X(¢),?)
e X(0) = x (usate per la formulazione Lagrangiana) quando il campo di velocitd u non & Lipschitziano.
Il campo di velocita ha divergenza nulla ma essendo soluzione di un problema alle derivate parziali (come
quelli studiati in [33]) non ha regolaritd molto elevata. Oltre alla regolaria spaziale ha un ruolo importante
quella temporale del campo u e il risultato ottenuto risulta compatibile con quelli classici per le equazioni

ordinare, come quello di M. Nagumo.

Applicazione dell’Analisi Matematica allo studio di fluidi biologici e geofisici. Nel campo della
geofisica e in particolare della vulcanologia, I'introduzione di metodi quantitativi, analitici e predittivi &
abbastanza recente, vista anche la complessita dei fenomeni che vengono studiati. In particolare per quello
che riguarda la vulcanologia (in collaborazione con la Scuola Normale Superiore e 1'Istituto Nazionale di
Vulcanologia e Geofisica INGV) abbiamo iniziato un progetto che riguarda ’analisi delle colonne o pennacchi
(plumes) di polveri che si hanno in certi tipi di eruzioni vulcaniche. Il problema per sua natura presenta molte
difficolta, essendo un sistema multifase, con turbolenza, fluidi comprimibili e interazione con ’atmosfera.
Tutto cio trascurando quello che avviene all’interno del vulcano, oltre che i fenomeni chimici e anche elettrici
presenti nelle eruzioni. Uno dei primi passi ¢ stato quello di cercare di usare modelli semplificati, ma
fisicamente significativi, per lo studio dei plumes. I risultati del lavoro di modellizzazione, la validazione
numerica e il confronto con altri risultati accademici & riportato in [69,57], mentre la parte che riguarda
Pesistenza di soluzioni deboli per un sistema accoppiato con viscositd dipendente dalla densit’ sard oggetto
di una prossima pubblicazione ancora in fase di stesura.

Lo studio di fluidi con particelle o anche con contaminanti o traccianti & uno dei campi classici della
oceanografia. Nelle pubblicazioni [60,37,36] viene studiato il problema relativo alle equazioni di Boussinesq
per trattare due fluidi che si mescolano. In particolare, oltre a sviluppare metodi numerici appropriati (che
sono risultati molto efficaci) e a fornire risultati di stabilita per le soluzioni approssimanti, viene studiato
in maniera approfondita il miring. La bontd dei risultati viene misurata a partire da una quantita scalare
che & una energia potenziale di riferimento (introdotta da E.N. Lorenz negli studi sulla circolazione globale
atmosferica), basata sull’energia minima che pud essere ottenuta tramite una ridistribuzione adiabatica delle
masse e il cui calcolo esplicito ¢ basato su tecniche vicine a quelle del trasporto ottimo.

Per quello che riguarda le applicazioni alla biologia, nelle pubblicazioni [54,48] viene studiato il moto
periodico di un fluido Newtoniano con 'obiettivo di avere un campo calcolabile in maniera rapida e precisa
a partire dai valori del flusso (come si ottiene per esempio tramite strumenti diagnostici per misurare la
flussimetria) per il sangue e il fluido cerebrospinale. Nel caso del sangue, abbiamo trovato una nuova
espressione, non nota in letteratura, per esprimere le soluzioni a simmetria cilindrica di J.R. Womersley
tramite le funzioni ipergeometriche di Gauss, e abbiamo applicato tale risultato per studiare il trasporto
di medicinali incapsulati da materiali ferromagnetici e che possono essere guidati in loco da magneti, in
maniera assolutamente non invasiva. In particolare questa tecnica risulta di grande interesse nello studio
della rimozione delle placche sclerotiche e abbiamo esteso al caso evolutivo alcuni risultati noti solo nel
caso stazionario, evidenziando una notevole differenza nella topologia dell’insieme delle particelle catturate.
Nel caso del fluido cerebrospinale la difficolta iniziale & che il dominio risulta molto lontano da essere a
sezione circolare, ma & molto pill simile a una ellisse molto schiacciata (anche molti vasi sanguigni in realta
presentano questa fenomeno, essendo schiacciati dagli organi circostanti). In questo caso, nonostante il
Laplaciano sia ancora separabile anche in coordinate curvilinee ellittiche, le soluzioni esplicite invece che le
funzioni di Bessel coinvolgono le funzioni di Mathieu. Il loro calcolo risulta non molto efficace, specie se il
rapporto tra semi-asse minore e maggiore dell’ellisse & molto piccolo. Per questo problema abbiamo prima
proposto un nuovo metodo spettrale, che poi abbiamo verificato essere computazionalmente molto valido, e
che permette di trattare in maniera estremamente rapida problemi con eccentricitd anche minori rispetto a
quelle permesse dagli altri metodi noti in letteratura.



Collaborazioni con istituti di ricerca non universitari

Istituto Nazionale di Geofisica e Vulcanologia (sede di Pisa);
Istituto Italiano di Tecnologia (sede di Pontedera);

Gran Sasso Science Institute (L’Aquila).

Appartenenza a societa professionali

American Mathematical Society (AMS)

Istituto Nazionale di Alta Matematica (INAAM/GNAMPA)

Participazione a progetti Nazionali di ricerca

PRIN 2000, Theory and applications of linear and nonlinear hyperbolic equations, coordinatore nazio-
nale S. Spagnolo.

PRIN 2002, Hyperbolic and parabolic nonlinear equations, coordinatore nazionale P. Marcati.
PRIN 2005, Fluid dynamics and conservation laws, coordinatore nazionale P. Secchi.

PRIN 2007, Nonlinear systems of conservation laws and fluid mechanics, coordinatore nazionale S. Bian-
chini.
PRIN 2009, Systems of conservation laws and fluid mechanics: method and applications, coordinatore

nazionale S. Bianchini.

PRIN 2012, Nonlinear hyperbolic partial differential equations, dispersive and transport equations:
theoretical and applicative aspects, coordinatore nazionale S. Bianchini.

GNAMPA 2007, Modelli aleatorii e computazionali per 'analisi della turbolenza generata da pareti
ruvide.

GNAMPA 2011, Modelli statistici discreti e continui per lo studio del trasporto dell’energia in fluidi
ideali.

GNAMPA 2012, Studio di alcune proprieta delle traiettorie tipiche di soluzioni di equazioni alle derivate
parziali stocastiche.



Attivita editoriale

Editore
- Advances in Mathematical Physics [2008-present]

- Guest editor per il volume Fluid Dynamics and Electromagnetism: “Theory and Numerical Approxi-
mation” della rivista Discrete Contin. Dynam. Systems Series S. (in stampa Vol. 8, no. 6, Dicembre.
2015)

Revisore

- Revisore di circa 150 lavori per riviste internazionali di matematica, ottenendo anche il certificato di
eccellenza dalla Elsevier nel 2014.

- Revisore per il Mathematical Reviews (2002-oggi, con pilt di 100 review).

Altre attivita

Servizi Amministrativi
Membro eletto della commissione di area [2002-2004], [2014-oggi].

Membro eletto della giunta di dottorato in Matematica, Universita di Pisa. [Novembre 2006-Gennaio
2012]

Membro eletto del comitato di Presidenza della Facoltd di Ingegneria, Universitd di Pisa. [Luglio
2009-Settembre 2012,
Valutatore per altri enti
- U.S. Universities (2006)
- U.K. Universities (2014)
- MIUR (FIRB 2013) and (SIR 2015)
- (ANEP)-Agencia Nacional de Evaluacién y Prospectiva, Spain (2015)

Organizzazione di conferenze

- Co-organizzatore del the workshop: “Partial Differential equations, fluid mechanics and conservation
laws,” Pisa, Novembre 28-30, 2007.

- Organizzatore del mini-symposium: “Navier-Stokes equations and LES models”, Conferenza MFD2010
(Mathematical fluid dynamics and its applications) Rennes (France, June 21-24, 2010).

- Co-organizzatore del workshop: “Fluid Dynamics and Electromagnetism: Theory and Numerical
Approximation,” CIRM-FBK, Levico Terme, June 3-6, 2014.

Membro della commissione di ingresso  Ph.D. in Matematica Applicata e per l'industria, 2002, 2003,
2008, & 2009, Scuola Normale Superiore, Pisa.
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Membro della commissione di ingresso  Ph.D. in ingegneria industriale 2009 & 2011, Univ. di Pisa.

Membro della commissione per contratti di ricerca in Analisi Matematica 2002 & 2007, Univ. di Pisa.

Membro della giuria per esame finale di Dottorato o Ph.D.

Enrica Salvatici, Dottorato in Ingegneria Aerospaziale, Pisa, 2005.

Luis Borges, Ph.D. in Matematica, Instituto Superior Técnico, Lisbon, 2006.

Jmmy Alfonso Mauro, Dottorato in Matematica, Pisa, 2010.

Angel Castro Martinez, Ph.D. in Matematica, Universidade Auténoma de Madrid, 2010
Hani Ali, Ph.D. in Matematica, University Rennes 1, Rennes (France), 2011, referee.

Monica Twarogowska, Dottorato in Matematica, L’Aquila 2012.

M. Ahmed Rejaiba, Ph.D. in Matematica, University of Pau et des Pays de ’Adour (France) 2014.

Studenti di Dottorato

Stefano Spirito, studente di dottorato all’Universitd dell’Aquila (co-relatore), discussa nel febbraio
2012.

Matteo Cerminara, perfezionando alla Scuola Normale Superiore (Pisa) discussione prevista per au-
tunno 2015.

Tesi di Laurea

Arturo Battinelli, Analisi di un modello probabilistico per un fluido viscoso in un canale con pareti
ruvide Universita di Firenze (2008), LM voto 110/110 cum laude (co-advisor with M. Romito)

Alice Borselli, Existenza e unicita di soluzione ultra-deboli per il sistema di Stokes, Universita di Pisa
Pisa (2009), LM voto 110/110 (co-advisor with M. Romito).

Michele Erba, Modelli matematici per il flusso lungo un profilo collinare e applicazioni per la col-
locazione di fattorie eoliche, Universitd di Pisa (2010), LM voto 107/110 (co-advisor with Dr. Eng.
P. di Marco).

Corsi insegnati

Esercitazioni di Matematica I (Calcolo I), 1999-2000 Universitd di Trento; 2000-2001, 2001-2002,
2002-2003, and 2003-2004, Universita di Pisa, Facolta di Ingegneria.

Esercitazioni di Analisi Matematica III (serie e trasformate di Fourier, stabilitd per sistemi di
equazioni differenziali ordinarie, funzioni di una variabile complessa), 2000-2001 Universita di Pisa,
Facolta di Ingegneria.

Precorsi di matematica (pre-calcolo), 2002-2003, 2003-2004, 2005-2006 e 2007-2008 Universita di
Pisa. .
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- Affidatario e poi titolare del corso di Matematica (Calcolo I e Algebra Lineare), 2004-2005, 2005-2006,
2006-2007 e 2007-2008 Universita di Pisa, Facolta di Ingegneria.

- Introduzione alla teoria degli automi, Percorso di Eccellenza 2005-2006 Universita di Pisa, Facolta
di Ingegneria.

- Analisi Matematica I, 2008—oggi Universita di Pisa, Facoltd di Ingegneria.
- Teoria dei semigruppi, 2012-2013, Universitd di Pisa, Matematica .

- Analisi in pili variabili 2 (analisi IIT) 2014-oggi, Universitad di Pisa, Matematica.

Corsi di Dottorato o master

- Metodi di Decomposizione di Dominio per EDP, Perfezionamento di Matematica Applicata e
per 'industria, 2001-2002 Scuola Normale Superiore, Pisa.

" = Corso di lettura sulle equazioni di Navier-Stokes, 2002-2003 Universita di Pisa. Univ. di Pisa.

- Introduction to the LES of turbulent flows for MS. students, 2005-2006, IST (Instituto Superior
Técnico) Lisbon.

- An introduction to the mathematics of Large Eddy Simulation of turbulent flows SIMU-
MAT summer school 2008, CIEM (International Center of Mathematical meetings), Castro Urdiales,
Cantabrfa, Spain, July 7-18, 2008.

- Introduzione alle EDP per studenti di dottorato in Ingegneria, '08-’09 Universita di Pisa

- Introduction to mathematics of Large Eddy Simulation of turbulent flows, Ph.D. program
in industrial mathematics 2008-2011, Scuola Normale Superiore, Pisa.

- On the Stokes Problem with Navier Boundary Conditions, September 2009, SISSA/ISAS
(International School for Advanced Studies), Trieste.

- Some Selected Topics in Incompressible Fluid Mechanics Summer School 2011 (Analytic
Methods in PDEs), Department of Mathematics, University of Surrey, UK, September 12-16, 2011
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1995:
1997:
1998:

1999:
2001:

2002:

2003:

2004:

2005:

2006:

2007:

2008:

Seminari tenuti

-Conf. Equadiff95 , Dep. de Matemética, Faculdade de Ciéncias, Lisbon.

-Conf. Modeling of smart materials and optimal shape design, Dip. di Matematica Pisa.
-Conf. Delft meeting on functional analysis and nonlinear pdes, TUDelft, The Netherlands
-Conf. Deterministic and stochastic fluid mechanics, Torino

-Conf. IPERRoma99, Roma, C.N.R.

-Dip. di Matematica, Universita di Milano

-Dept. of Mech. Eng., Pittsburgh University, U.S.A.

-Dept. of Math., Pittsburgh University U.S.A.

-Conf. Contemporary Challenges in Applied Fluid Mechanics, Capo Miseno

-Dip. di Ing. Aerospaziale, Universita di Pisa

-Conf. Nonlinear hyperbolic equations, applications to hydrodynamics dynamical systems Torino,
-Dip. Matematica, L’ Aquila

-Workshop on Hyperbolic Equations, Venezia

_=Conf. AMIF 2002-Applied_Math for Industrial Flows, Third-International-Conference Lisbon, S

-Dep. de Matemética, Instituto Superior Técnico,

-Conf. Advances on Nonlinear PDEs, L’Aquila

-MOZX-Politecnico di Milano

-Dept. of Math, Pittsburgh University U.S.A.

-Dept. of Math, Pittsburgh University U.S.A., Colloquium

-Dept. of Mechanical Engineering, Pittsburgh University U.S.A.

-Dept. of Math, Virginia Polytechnic Institute and State University

-Dip di Matematica “L.Tonelli,” Universita degli Studi di Pisa

-International Workshop on Nonlinear Partial Differential Equations Funchal, Portugal.
-Workshop on Navier-Stokes equations. 70" birthday of V.A. Solonnikov, Paderborn, Germany
-Dip. Matematica , Universita di Ferrara

-Dept. of Math., Magdeburg, Germany,

-Dip. Matematica, Universita di Brescia

-Conf. “P.D.E. in Mathematical Physics”, in memory of Olga A. Ladyzhenskaya

-Dept. of Math., Freiburg University, Germany

-Dept. of Appl. Math., Freiburg University, Germany (3 lectures)

-School on Mathematical Theory in Fluid Mechanics, Paseky Czech Republic

-CMAF, Lisbon University

-Dep. de Matematica, University of Evora (Portugal)

- Workshop Mathematical analysis on fluid mechanics, Universidad Auténoma de Madrid
-Meeting on honor of V.A. Solonnikov, Pisa

-International Conf. in Mathematical Fluid Mechanics, Estoril Portugal,

-Joint Meeting DMV/UMI, Perugia

-ICTAMO7 ETH Zurich, Switzerland

-Meeting on conservation laws and continuum mechanics Pisa,

-Dep. de Mateméticas, IMAFF - CSIC, Madrid

-Dip. of Matematica “L.Tonelli,” Universitd degli Studi di Pisa

-Conf. Vorticity, Rotation and Symmetry Stabilizing and Destabilizing Fluid Motion, CIRM Luminy
-Conf. Navier-Stokes equations. Classical and generalized models Centro De Giorgi, Pisa,
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2009:

2010:

2011: .

2012:

2013:

2014:

2015:

-Conference, Journées SCASEN : Méthodes mathématiques en mécanique des fluides Univ. Lyon 1
-Dept. of Math, Virginia Polytechnic Institute and State University

-Conference, 2009 AMS Spring Southeastern Section Meeting Raleigh NC

-University Rennes 1, UFR Mathématiques

-Conference, STAM conference on Mathematical & Computational Issues in the Geosciences, Leipzig
-Conference, Mathematical Physics and PDEs Levico

-Conference, QLES2009, Quality and Reliability of Large-Eddy Simulations II. Pisa

-Workshop, LES in Italy, Pisa

-Dip Mat. App. “G. Sansone”, Univ. di Firenze,

-Workshop Hyperbolic Conservation Laws and Fluid Dynamics Parma

-Conf. MDF2010 Rennes, France

-International Summer School on Mathematical Fluid Dynamics Levico,

-Conf. PDEFM2010 Warwick, UK,

-Centre for Nonlinear PDE, Oxford University

-Conf. Calculus of Variations, Singular Integrals and Incompressible flows, Madrid

-Dip.. Mat._Univ._dell’Aquila e
-Dept. of Math., Freiburg University

-Universitat Politécnica de Catalunya, Barcelona

-Conference Nonlinear Hyperbolic PDEs SISSA/ISAS

-Conf. PDE in Mathematical Physics and their Numerical Approzimation, Levico,

-Conf. Connections Between Regularized and LES Methods for Turbulence, BIRS Banff, Canada,
-Dept. of Math., Univ of Warwick

-HYP2012, 14th Intl. Conf. on Hyperbolic Problems: Theory, Numerics, Applications, Padova
-6% Buropean Congress of Mathematics, Krakow, Poland

-International Winter School on Mathematical Fluid Dynamics Levico

-Ercoftac Workshop Direct and Large-Eddy Simulation 9, Dresden, Germany,

-Dept. of Math., Freiburg University

-Math. Institute, Basel

-Conf. SIAM conference on Mathematical & Computational Issues in the Geosciences, Padova
-Conf. Mathematics and Geosciences: Global and Local Perspectives, ICMAT, Madrid
-University Rennes 1, UFR Mathématiques

-Conf. Recent Advances in PDEs and Applications, Levico

-Dip. Mat. Pisa

-Conf. Fluid Dynamics and Electromagnetism: Theory and Numerical Approzimation Levico
-Conf. Transport, microscales, and fluids @GSSI 1’ Aquila

-Conf. Classical Problems and New Trends in Mathematical Fluid Dynamics Ferrara
-Meeting on honor of L. Nirenberg, Pisa

-Dept. of Math., Freiburg University

Soggiorni di studio e ricerca all’estero

i) Pittsburgh University, Department of Mechanical Engineering, September 26-October 3, 2000, Pitt-
sburgh (PA, U.S.)

ii) Pittsburgh University, Department of Mechanical Engineering and Department of Mathematics, March
23-April 12, 2001, Pittsburgh (PA, U.S.)

iii) Instituto Superior Técnico, Departamento de Matematica, April 16-25, 2002, Lisbon, (Portugal).
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iv) Pittsburgh University, Department of Mechanical Engineering and Department of Mathematics, Fe-
bruary 1-28, 2003, Pittsburgh (PA, U.S).

vi) Otto-von-Guericke-Universitat, Institut fir Analysis and Numerik, May 8-15, 2004, Magdeburg (Ger-
many).

vii) Albert-Ludwigs Universitat, Abteilung fiir Angewandte Mathematik, May 9-28 and August 20—September
13, 2005, Freiburg (Germany)

viil) Universidade de Lishoa, Centro de Matematica e Aplicagdes Fundamentais and Instituto Superior
Técnico, March 20-April 7, 2006, Lisboa (Portugal).

vii) Albert-Ludwigs Universitat, Abteilung fiir Angewandte Mathematik, March 3-15, 2008, Freiburg
(Germany).

vili) Virginia Tech, Department of Mathematics, March 29-April 3, 2009, Blacksburg (VA, U.S.).
ix) American Institute of Mathematics, Palo Alto (CA, U.S.) April 6-10, 2009

x) University Rennes 1, UFR Mathématiques, May 18-29, 2009, Rennes (France).
xi) Instituto de Ciencia Matematicas, Nov 21-27, 2010, Madrid (Spain).

xii) Albert-Ludwigs Universitat, Abteilung fiir Angewandte Mathematik, March 15-26, 2013, Freiburg
(Germany).

Libri

- Luigi C. Berselli, Traian Iliescu, and William J. Layton Mathematics of Large Eddy Simulation of
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